
Agrégation - Leçons

Méthode de gradient à pas optimal
[bernis, p 159]

ÉNONCÉ :

Théorème : L’application

Φ : Rn −→ R
x 7−→ 1

2 ||x||
2
A − txb

admet un minimum en x, unique solution de l’équation Ax = b,
A ∈ S++

n (R).
De plus, pour a ∈ Rn distinct de x et (xk)k∈N la suite de Rn

définie récursivement par :
x0 = a

αk = ||OΦ(xk)||2
||OΦ(xk)||2A

, si xk 6= x, 0 sinon
xk+1 = xk − αkOΦ(xk)

converge vers x à une vitesse géométrique.

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : (Inégalité de kantorovitch :) Pour x ∈ Rn\{0},
on a :

||x||4

||x||2A||x||2A−1
≥ 4 λmaxλmin

(λmax + λmin)2

Démonstration. Soit x ∈ Rn \ {0} fixé.
En vertu du théorème spectral, la matrice A admet une base or-

thonormée (e1, . . . , en) de vecteurs propres. Pour i = 1, . . . , n, on
notera λi la valeur propre de ei pour la matrice A. De plus, si λ
est valeur propre de A alors λ−1 est valeur propre de A−1. Ainsi, il
vient :

||x||A||x||A−1 =
 n∑
i=1

λix
2
i

 1
2
 n∑
i=1

λ−1
i x2

i

 1
2

=
(
λmax

λmin

) 1
2
 n∑
i=1

λi
λmax

x2
i

 1
2
 n∑
i=1

λmin

λi
x2
i

 1
2

≤ 1
2

(
λmax

λmin

) 1
2
 n∑
i=1

(
λi
λmax

+ λmin

λi

)
x2
i



Or l’application : g : [λmin, λmax] −→ R
t 7−→ t

λmax
+ λmin

t

est convexe. De

plus, g(λmax) = g(λmin) = 1 + λmin
λmax

. D’où, pour tout t ∈ [λmin, λmax],
on a :

g(t) ≤ 1 + λmin

λmax

Ainsi, on obtient l’inégalité :

||x||A||x||A−1 ≤ 1
2

(
λmax

λmin

) 1
2
(

1 + λmin

λmax

)
||x||2

On obtient ainsi l’inégalité souhaitée en élevant au carré.

Démonstration. (théorème) : Notons, pour k ∈ N, gk = OΦ(xk).
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Soit p ∈ N. Alors on a :

||xp+1 − x||2A = 〈A(xp+1 − x), xp+1 − xp〉+ 〈A(xp+1 − x), xp − x〉
= −αp 〈gp+1, gp〉︸ ︷︷ ︸

=0

+〈A(xp+1 − x), xp − x〉

= 〈A(xp+1 − xp), xp − x〉+ 〈A(xp − x), xp − x〉
= 〈xp+1 − xp, A(xp − x)〉+ ||xp − x||2A
= −αp〈gp, gp〉+ ||gp||2A−1

= − ||gp||
4

||gp||2A
+ ||gp||2A−1

=
1− ||gp||4

||gp||2A||gp||2A−1

 ||xp − x||2A
≤
1− 4 λmaxλmin

(λmax + λmin)2

 ||xp − x||2A (lemme)

=
(λmax − λmin)2

(λmax + λmin)2

 ||xp − x||2A
Comme

√
λmin||.|| ≤ ||.||A ≤

√
λmax||.|| et par ce qui précède, on

obtient par une récurrence évidente l’inégalité :

||xk − x||A ≤
(
λmax − λmin

λmax + λmin

)k
||x0 − x||A

et finalement :

||xk − x|| ≤
√√√√λmax

λmin

(
λmax − λmin

λmax + λmin

)k
||x0 − x||

Remarques :
• Φ admet un minimum puisqu’elle est continue et coercive. Ce

minimum étant un point critique il vérifie donc Ax = b.
• L’étude de la fonction f(t) = Φ(xk − tOΦ(xk)) conduit au mi-

nimum αk et comme f ′(αk), on a 〈gk+1, gk〉 = 0.
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